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TROJKAT - definicja

wielokat o trzech bokach.

Trojkat to najmniejsza (w sensie inkluzji)
figura wypukta i domknieta, zawierajgca
pewne trzy ustalone

i niewspotliniowe punkty ptaszczyzny
(otoczka wypukta wspomnianych trzech
punktow).

Wikipedia



Inkluzja w matematyce: relacja zawierania sie

zbiorow

Otoczka wypukta

podzbioru przestrzeni liniowej —
najmniejszy zbior wypukty zawierajgcy ten
podzbior. Otoczke wypukta

podzbioru A oznacza sie zwykle jako conv A,
np. powtoka wypukta zbioru wypuktego jest
ten sam zbior.




Powtoka (otoczka) wypukta

Dla dowolnego skonczonego zbioru

punktow ptaszczyzny {P_, P,, ..., P,}, gdzie

n > 2 powtoka wypukta tego zbioru jest
wielokatem wypuktym (ewentualnie
zdegenerowanym do odcinka) o wierzchotkach
nalezacych do zbioru .

Analogicznie w przestrzeni 3-wymiarowe;
powtoka wypukta skonczonego zbioru punktow
jest wieloscianem wypuktym (ewentualnie
zdegenerowanym do wielokata lub odcinka).




Powtoka (otoczka) wypukta

Powtokag wypuktg zbioru trzech punktow
niewspotliniowych (takich, ktore nie lezg na
wspolnej prostej) jest...

Otoczka wypuk’rq zbioru dwupunktowego
{A, B} jest... 1ek AB



TROJKAT - definicja

ptaszczyzna ograniczona tamang zwyczajna
zamknietg ztozong z trzech odcinkow.

A B

punkty A, B, C to wierzchotki trojkata,
odcinki AB, BC, CA to boki trojkata,
katy o, B, y to katy wewnetrzne trojkata.



TROJKAT - definicje

Trojkatem nazywamy czesc wspolng trzech
potptaszczyzn, ktorych brzegi zawierajg w sobie
odpowiednie boki trojkata gdzie wierzchotek nie
nalezacy do brzequ lezy na potptaszczyznie.

Trojkat to czesc ptaszczyzny ograniczona przez
odcinkitgczace trzy niewspotliniowe punkty.

Trojkatem nazywamy figure ptaska bedaca
wielokatem o trzech bokach. Jeden z bokow
trojkata jest nazywany podstawa.



Podziat trojkatow

ze wzgledu na boki:

ze wzgledu na katy:



Trojkat roznoboczny

kazdy bok jest innej dtugosci

C

A B

AB| = |BC| = |AC|A|AB| # |AC|



Trojkat rownoramienny

dwa boki sg rownej dtugosci

A AC|=|BC]|
L N

Boki rowne nazywamy ramionami, trzeci bok
nazywamy podstawg. W trojkacie
rownoramiennym katy przy podstawie maj3
te samg miare a=J3.




Trojkat rownoramienny

Trojkat rownoramienny posiada co najmnie;
jedna os symetrii przecinajagcg podstawe

w potowie dtugosci oraz przechodzacg przez
wierzchotek kata tgczacego ramiona.

W trojkacie rownoramiennym dwie wysokosci
sg rowne. Trzecia wysokosc opuszczona na
podstawe dzieli jg na dwie rowne czesci,

a potprosta, w ktorej lezy ta wysokosc, dzieli kat
miedzy ramionami trojkata na dwa katy

o rownych miarach.



Trojkat rownoboczny

wszystkie boki rownej dtugosci

h

A B
]

AB|=|BC|=|AC



Trojkat rownoboczny - wtasnosci

wszystkie katy sg rowne i majg miare 60°,

wysokosc trojkata rownobocznego dzieli go na dwa
przystajgce trojkaty prostokatne,

wysokosci trojkata i dwusieczne jego katow zawierajg
sie w symetralnych bokow tego trojkata,

wysokosci trojkata rownobocznego dzielg sie
w stosunku 1:2,
a/3

2

wysokos¢ trojkata rownobocznego h =



Trojkat rownoboczny - wtasnosci

punkt przeciecia wysokosci jest srodkiem okregu
wpisanego w trojkat oraz srodkiem okregu
opisanego na trojkacie,

promien okregu wpisanego w trojkat
I’Zlh r:m
6
promien okregu opisanego na trojkacie

a3
R=2h R=73
3

~a’y3

pole trdjkata P:;a-h P=",




Trojkat ostrokatny

ma wszystkie katy wewnetrzne ostre

[y

a < 90°

B<9go0°
y<9oo AL BE

Wysokosci w trojkacie ostrokgtnym przecinajg sie
w punkcie, ktory lezy wewnatrz trojkata.



Trojkat prostokatny

jeden z katow wewnetrznych jest prosty

B

P

a+ 3 =90°

ck'\‘ - € g

Dwa boki trojkata lezgce obok kata prostego
nazywamy przyprostokatnymi, a trzeci bok
nazywamy przeciwprostokatna.



Trojkat prostokatny

Przyprostokatne trojkata prostokatnego sg
jego wysokosciami.

Zaleznosci w trojkacie prostokatnym:

a:c=sina, .

b:c=cosaq, '3

a:b=tqgq,

b:a=ctqgaq, L N




Trojkat prostokatny

Jezeli katy ostre trojkata prostokatnego s3
rowne 30° i 60°, to jego przeciwprostokatna
jest dwa razy dtuzsza od przyprostokatne;
lezacej naprzeciw kata 30°.

Trojkat prostokatny spetnia Twierdzenie
Pitagorasa




Trojkat rozwartokatny

jeden z katow wewnetrznych jest rozwarty

Wit /®\
Yy >90° A o

Wysokosci w trojkacie rozwartokatnym
przecinajg sie w punkcie, ktory lezy poza
trojkatem.




Nierownosc trojkata

W kazdym trojkacie o bokach,
ktorych dtugosci wynosza

a, b i c zachodzi nastepujace
nlerOWI’]OSCI a< b+rc,

b<c+a,
e < a-+bh.

Trojkat o bokach, ktorych
dfugosci wynosza g, b i cistnieje
wtedy i tylko Wtedy, gdy
spetnione s3 te trzy
nierownosci.

Nierownosci te mozna zapisac
+QCZI’]ie: b—cl <a<b+e



Wysokosc trojkata

najkrotszy odcinek t3czgcy wierzchotek
trojkata z przeciwlegtym bokiem (lub jego
przedtuzeniem); jest on zawsze prostopadty
do tego boku.

(i




Wysokosc trojkata

Punkt przeciecia wysokosci z podstawg nazywa
sie spodkiem wysokosci. Powstaje on w wyniku rzutu
prostokatnego wierzchotka na podstawe.

Kazdy trojkat ma trzy wysokosci:

w trojkacie ostrokatnym wszystkie maja odcinek wspolny
z wnetrzem trojkata.

w trojkacie prostokgtnym dwie z jego wysokosci
zawierajg przyprostokatne.

w trojkacie rozwartokatnym wysokosci poprowadzone

z katow ostrych przecinaja go tylko w wierzchotku.

W trojkacie rownobocznym o boku a dtugosci wszystkich wysokosci

sg rownej miary, ktora wynosi a3
h=2Y2
2



Tw. o wysokosciach trojkata

Proste zawierajgce wysokosci dowolnego trojkata
przecinajg sie w jednym punkcie.

Dowod geometryczny
Proste przechodzace przez punkty A, B,
C rownolegte odpowiednio do BC, CA, AB
bokow trojkata ABC wyznaczajg trojkat
A'B'C" .

Poniewaz AB || BC oraz AB | B'C  to
czworokat ABCB’ jest rownolegtobokiem,
skad wynika, ze BC = AB’ i podobnie BC = AC". ; /

Zatem A jest srodkiem boku B’C".
Analogicznie wykazuje sie, ze B jest
srodkiem A’C’, a C srodkiem A’B”.

Rozpatrywane wysokosci trojkata ABC s3
zarazem symetralnymi bokow trojkata A'B’C’,
a wiec przecinajg sie w jednym punkcie .



Tw. o wysokosciach trojkata

Proste zawierajgce wysokosci dowolnego trojkata
przecinaja sie w jednym punkcie.

Drugi dowod geometryczny
Niech A”, B” oznaczajg spodki dwoch
wysokosci opuszczonych odpowiednio z T
wierzchotkow A i B trojkata ABC, a H —ich
punkt przecigcia. Nalezy Wykazac ze
prosta CH przecinajgca bok AB w punkcie
C”jest do niego prostopadta.
Na czworokacie CA”HB” mozna opisac
okrag, podobnie na czworokacie A”"BAB”,
stad kat A”AB jest rowny katowi BB"A” |
rowny katowi HCA”.
Poniewaz kat CHA” jest rowny katowi
C”HA, to miara kata HA”C rowna sie
mierze kata HC"A, czyli kat HC”A jest
rowny 9o°.




Ortocentrum

punkt przeciecia wysokosci trojkat

A
Lo

= ortocentrum
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Srodkowa trojkata

prosta zawierajgca wierzchotek trojkata i srodek przeciwlegtego
boku.

Kazdy trojkat ma trzy srodkowe, ktore przecinajg sie w jednym
punkcie, bedacym srodkiem geometrycznym (barycentrum, lub
srodkiem ciezkosci lub, btednie, srodkiem masy) trojkata.

Punkt ten dzieli kazdg ze srodkowych na dwie czesci, przy czym
odcinek t3czacy barycentrum z wierzchotkiem jest dwa razy
dtuzszy od odcinka taczacego barycentrum ze srodkiem boku.

Uwaga: Srodkowej trojkata nie nalezy myli¢ z linia
srodkowa t3czacg srodki dwoch bokow trojkata.



Barycentrum

punkt przeciecia srodkowych trojkata

barycentrum




Linia srodkowa

odcinek tgczacy srodki dwoch C
bokow trojkata.

linia
srodkowa

W kazdym trojkacie istniejg trzy
rozne linie srodkowe, kazdej z nich
odpowiada jeden bok trojkata -
ten, z ktorym srodkowa jest
roztaczna.

Linii srodkowej nie nalezy mylic
ze srodkowaq trojkata.

Twierdzenie:

Linia srodkowa jest rownolegta do
odpowiadajaceqo jej boku. Je; A
dtugosc jest dwukrotnie mniejsza

od dtugosci tego boku.



Linia srodkowa

Dowod (wektorowy)
Zgodnie z oznaczeniami rysunku
DE=DC +CE=1AC+1CB=1 (AC+CB)=1A4B
Co 0znacza, ze odcinek DE jest rownolegty
do odcinka AB i ma dwukrotnie mniejsz3
dtugosc.

Dowod (geometryczny)
AC  BC
Poniewaz DC EC wiec spetnione s3
zatozenia odwrotnego twierdzenia Talesa.
Stad AB| DE
Oznaczato, ze <ABC =<DEC <BAC = <EDC
Wystarczy teraz skorzystac

z podobienstwa trojkatow ABC i BEC




Symetralna boku trojkata

prosta prostopadta do tego boku
i przechodzaca przez jego srodek.

Kazdy trojkat ma

trzy symetralne bokow, |
przecinajace sie |/
w punkcie bedgcym
srodkiem okregu opisanego
na tym trojkacie.




Dwusieczne katow

wewnetrznych trojkata

przecinaja sie w punkcie, ktory jest
srodkiem okregu wpisanego w ten trojkat.

srodek okregu wpisanego
w trojkat




Twierdzenie o dwusiecznej kata

wewnetrznego w trojkacie

Dwusieczna kata wewnetrznego w trojkacie dzieli
przeciwlegty bok proporcjonalnie do dtugosci pozostatych
bokow.

W oznaczeniach przyjetych na rysunku tresc twierdzenia

wyraza proporcja: C
AD| |AC]

IDB|  |BC /¥




Twierdzenie o dwusiecznej kata

wewnetrznego w trojkacie

Dowad:

Prowadzimy z punktu A potprosta
AO prostopadta do dwusiecznej CD w
punkcie O. Przecina ona rowniez
przedtuzenie boku BC w pewnym
punkcie B’. Zauwazyc trzeba,

ze |[A0| = |OB j |AC| = [BC]

Nastepnie nalezy poprowadzic przez B’
prosta rownolegta do boku AB —
przecina ona prostg CD w pewnym A D B
punkcie D’. Tréjkaty AADO i AB'D'O s3

przystajace, a wiec |D'B'| = |AD|. 0

Z podobienstwa

trojkatow ADBC j AD'B'C wynika, ze: D’ B’
|[D'B'| _ [B'C|l czyli [AD] _ |AC]

|\DB| | BC| |DB| | BC|




Prosta Eulera

W kazdym trojkacie
punkty przeciecia:
srodkowych bokow S,
symetralnych bokow S,
wysokosci S,
(odpowiednio:
barycentrum,

srodek okregu
opisanego, ortocentrum)
lezg na jednej prostej,
zwanej prostgy Eulera.
Ponadto, |515s] = 2|515|

wysokosci

Prosta Eulera




Okrag dziewieciu punktow

znany jest takze
jako okrag Feuerbacha |ub okrag
Eulera jest to okrag, ktory

- przechodzi przez dziewiec
charakterystycznych punktow
dowolnego trojkata.

Punktami tymi sa:
srodki bokow (na rysunku
niebieskie),
spodki trzech
wysokosci (czerwone) oraz
punkty dzielgce na potowy
trzy odcinki, ktore facza
wierzchotki tego trojkata z
jego ortocentrum (zielone).




Punkt Nagela

punkt w trojkacie zwigzany z okregami dopisanymi,
nazwany od nazwiska Christiana von Nagela,
niemieckiego matematyka, ktory opisat go w 1836
roku,

punkt w ktorym przecinajq sie proste tgczace
wierzchotki z punktami stycznosci przeciwlegtych
bokow z odpowiednimi okregami dopisanymi.



Punkt Nagela

Okregi dopisane
do trojkata ABC

Punkt Nagela



Punkt Brocarda

w trojkacie ABC jest to punkt
przeciecia sie nastepujacych
okregow:

przechodzacego przez punkty A, B

| stycznego do przedtuzenia

boku AC,

przechodzacego przez punkty B, C
i stycznego do przedtuzenia boku
BA,

przechodzacego przez punkty C, A
| stycznego do przedtuzenia

boku CB.

Punkt |
Brocarda




Punkt Brocarda

Trzy okregi o tych samych cieciwach, lecz styczne do
przedtuzen bokow w przeciwnych koncach tych cieciw,

przecinajg sie w drugim punkcie Brocarda trojkata ABC.
[Edupedia]

Punkt Borcarda - w trojkacie ABC o bokach g, b, ¢ znajduje
sie doktadnie jeden taki punkt P, ze proste AP, BP, CP z
bokami odpowiednio ¢, a, b tworzg rowne katy. [Wikipedia]



Punkt Fermata

(punkt Torricellego) to punkt w trojkacie,
ktorego suma odlegtosci od wierzchotkow
trojkata jest najmniejsza z mozliwych.

Pierwszy raz problem konstrukgji takiego
punktu zostat rozqua ny przez Fermata
w prywatnym liscie.

W przypadku, gdy wszystkie katy trojkata

mMajg miary mniejsze niz 120° punkt Fermata
jest punktem przeciecia odcinkdéw taczacych
wierzchotki trojkata z tymi wierzchotkami
trojkatow rownobocznych zbudowanych na
przeciwlegtych bokach, ktore nie sg
wierzchotkami wyjsciowego trojkata.

Punkt
Fermata



Punkt Fermata

Gdy jeden z katow ma miare co najmniej 120°, fatwo zauwazyc
(z nierownosci trojkata), ze wierzchotek przy kqae rozwartym ma
mniejszg sume odlegtosci od wierzchotkow, niz punkt otrzymany
w powyzszej konstrukcji. Wierzchotek ten ma wtedy najmniejsza
mozliwg z takich sum.

Punkt Fermata jest jednoczesnie punktem przeciecia okregow
opisanych na trojkatach rownobocznych

Z punktu Fermata kazdy bok widac pod tym samym katem 120°.

Odcinki zaznaczone na rysunku na czerwono majg rowne
dtugosci.



Twierdzenie Pitagorasa

twierdzenie geometrii
euklidesowej dotyczace trojkatow prostokatnych, rownowazne w
istocie jest pigtemu pewnikowi Euklidesa o prostych rownolegtych

Tresc: W dowolnym trojkacie
prostokatnym suma kwadratow dtugosci przyprostokatnych jest
rowna kwadratowi dtugosci przeciwprostokatnej tego trojkata

W zachodnioeuropejskim kregu kulturowym przypisuje sie je
zyjacemu w VI wieku

p.n.e. greckiemu matematykowi i filozofowi Pitagorasowi, jednak
odkrycia dokonali Babilonczycy, ktorzy znali dodatkowo dwie
prostsze metody, przy ktorych btad jest niewielki. Zapewne znali je
przed Pitagorasem starozytni Egipcjanie. Wiadomo tez, ze jeszcze
przed nim znano je w starozytnych Chinach i Indiach.



Twierdzenie Pitagorasa

Nie musi byc ono prawdziwe dla ,rzeczywistych” trojkatow mierzonych
we wszechswiecie, w geometrii nieeuklidesowej. Jednym z pierwszych
matematykow, ktorzy zdali sobie z tego sprawe byt Carl Friedrich Gauss,
ktory bardzo starannie mierzyt wielkie trojkaty w swoich badaniach
geograficznych, aby sprawdzic¢ prawdziwosc twierdzenia.

Na powierzchni kuli twierdzenie to nie jest spetnione, gdyz obowigzuje
tam geometria sferyczna bedgca szczegolnym przypadkiem
nieeuklidesowej geometrii Riemanna.

Ogolna teoria wzglednosci mowi, ze w polach grawitacyjnych
twierdzenie jest fatszywe, gdyz tam takze obowigzuje zmodyfikowana
geometria Riemanna.

Rowniez w olbrzymich skalach kosmicznych to twierdzenie moze byc nie
spetnione w zwigzku z krzywizng przestrzeni w wielkiej skali — problem
krzywizny jest jednym z otwartych problemow.



Twierdzenie Pitagorasa

/)

o

Liczba réznych dowodow twierdzenia Pitagorasa jest bardzo duza
—Euklides w Elementach podaje ich osiem, kolejne pojawiaty sie na
przestrzeni wiekow i pojawiajg az po dni dZISIEJSZE

Niektore z dowodow s3 czysto algebraiczne (jak dowod

z podobienstwa trojkatow), inne majg forme uktadanek
geometrycznych (prawdopodobny dowod Pitagorasa), jeszcze
inne oparte sg o rownosci pol pewnych figur.



Twierdzenie Pitagorasa

Dowod - uktadanka
Dany jest trojkat prostokatny o bokach dtugosci q, bi c jak rysunku z lewej.
Konstruujemy kwadrat o boku dtugosci ¢ w sposob ukazany na rysunku
z lewej, a nastepnie z prawej. Z jednej strony pole kwadratu rowne jest sumie pol
czterech trojkatow prostokatnych i kwadratu zbudowanego na ich
przeciwprostokgtnych, z drugiej zas rowne jest ono sumie pol tych samych
czterech trojkatow i dwoch mniejszych kwadratow zbudowanych naich
przyprostokatnych.
Stad wniosek, ze pole kwadratu zbudowanego na przeciwprostokatnej jest
rowne sumie poI kwadratow zbudowanych na przyprostokatnych.

c Szczepan Jelenski
Sladami Pitagorasa




Twierdzenie Pitagorasa

Dowod - podobienstwo trojkatow

Oznaczmy |AB| =¢,|BC|=a |AC|=b
Trojkaty ABC, ACD i CBA s3 podobne (cecha bbb).

Prawdziwe sg proporcje: |DB| _a |4D] _ b
a c b c
czyli: a’=c-|DB| b =c-|AD|
Dodajemy stronami i otrzymujemy:
C a’ +b =c-|DB|+c-|AD| = ¢(|DB| + |AD|) = ¢*



Twierdzenie Pitagorasa

Dowod Garfilda E D

Autorem innego dowodu
twierdzenia Pitagorasa jest James
Garfield, dwudziesty prezydent
Stanow Zjednoczonych.

Dowod ten jest rownowazny
dowodowi podanemu wyze;
(Dowod — uktadanka).

Pochodzi z roku 1876.




Dowod Garfielda

IAC|=IBD]
|AB|=|ED| 2 — a2 4+ b2
AC| |ED

Pole figury

Wykazac, ze

a+pB+y=180°

a
R o B b D
(=7 ] ]
5
P = apes b+ =c?
F=3ab+sa 5¢
A
F = Q ZC
R '
PT=§(_a+b)(a+b) =
7 (O g EO x
ab+-2-c‘~=—2-(a+b)ka+b) /-2
2ab +c?2=(a+ b)la+b) Pole trapezu
2ab +c2=(a+b) 2 @
2ab +c? = a? + 2ab
c?=a?+b? &
(&) <<

Opracowal: Matematyka
Matematyczny Swiat wokot nas.




Twierdzenie Pitagorasa

Dowod Euklidesa

A BCF = A ABH (bkb)

i Pole(ABFG) = 2-Pole A BCF
oraz Pole(BJKH) = 2-Pole A ABH
wiec Pole(BJKH) = Pole(ABFG)
analogicznie:

Pole(CJKI) = Pole(ACED)

wiec

Pole(ABFG) + Pole(ACED) =
Pole(BJKI) + Pole(CJKI) = Pole(BCIH)
czyli:
a2+ b2=c?




Twierdzenie odwrotne

do twierdzenia Pitagorasa

Tresc:
Jesli dane sa trzy dodatnie liczby q, b, ci takie, ze a2+ b% =
2, to istnieje trojkat o bokach dtugosci g, b, ci a kat miedzy
bokami o dtugosci a i b jest prosty.

Jezeli w trojkacie kwadrat jednego z bokow rowna sie sumie
kwadratow dwoch bokow pozostatych, to trojkat jest
prostokatny



Twierdzenie odwrotne

do twierdzenia Pitagorasa

Zatozenie: a2 + b2 = ¢?
Teza: Kat ACB jest prosty

Dowod: i

a%2=c2—b?=(c—Db)(c + b)

skad: a3 c—b e — Bt
c+b a ) | - -

Na boku ¢ = AB odktadamy odcinek AD = AE = b. Wowczas DB =c—b.

Z proporcji wynika, ze trojkaty DBCi EBC (£ B jest wspolny) sg podobne(bkb),
wiec

/ECA = ZCEA =/DCB =a=1/2ZCAD,
ZACD=(180°-ZCAD):2=90°-1/2ZCAD=90°—q.

Zatem: ZACB= ZACD + ZDCB=(90°—a)+0.=90°

ZACB=90°

Co nalezato dowiesc.



Uogolnienia twierdzenia

Pitagorasa

W trojkatach prostokatnych pole figury zbudowanej na przeciwprostokatnej
jest rowne sumie pol figur zbudowanych na przyprostokatnych, podobnych
do siebie.

Kiedy na bokach trojkata prostokatnego zbudujemy potokregi tak, by srednica
byty boki trojkata, to suma pol potokregow zbudowanych na
przyprostokatnych bedzie rowna

polu potokregu zbudowanemu

na przeciwprostokatne;.

Tak samo jest z trojkatami rownobocznymi
oraz prostokatami.




,Domki Pappusa”

Suma pol rownolegtobokow

zbudowanych na krotszych bokach
dowolnego trojkata rowna sie polu
prostokata zbudowanego na
najdtuzszym boku.

D




,Domki Pappusa”

KB = GH oraz ANBK = A NEP
Pole BNME = Pole EJHG
Pole DLOB = Pole GHID
wiec
o Pole BNME + Pole DLOB= Pole EDIJ




Ksiezyce Hipokratesa

sg to figury geometryczne w ksztatcie ksiezycow, suma ich
pol jest rowna polu trojkata prostokatnego ABC.

Dowdd:

Suma pol ksiezycow jest rowna:
0,51(0,5¢)?+0, 5T1(0, 5b)2-
[0,5T1(0,5a)%-(bc)/2]=0,125T1(c2+b2-
a%)+(bc)/2 o
Z twierdzenia Pitagorasa
wiadomo, ze: a2=b%+c?, wiec:
0,125T(c2+b2-a2)+(bc)/2=
=0,125T(a2-a2)+(bc)/2=(bc)/2
Mozemy zatem stwierdzic, ze
suma ksiezycow jest rowna polu
trojkata ABC. A ) °

Ksiezyce Hipokratesa



Slimak Teodorosa

Konstrukcja geometryczna
pozwalajgca stworzyc odcinek

o dtugosci rownej pierwiastkowi
z liczby naturalnej.
Przyprostokatne pierwszego trojkata
majg dtugosc 1.

Konstrukcja ztozona jest z trojkatow
prostokatnych.

Kazdy kolejny trojkat zbudowany jest
z przyprostokatnej o dfugosci 1

i z przyprostokatnej rownej dtugosci
przeciwprostokatnej poprzedniego
trojkata.

Nazwa konstrukcji pochodzi od
greckiego matematyka i filozofa
Teodorosa z Cyreny.




Liczby pitagorejskie

Trojki pitagorejskie —trzy liczby catkowite dodatnie spetniajace
rownanie Pitagorasa.

W tabeli przedstawiono kilka pierwszych ; A 5
trojek pitagorejskich

12 13
Jezeli trojka (a, b, c) jest pitagorejska,
to jest nia tez (da, db, dc), 6 8 10
dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej d.

7 24 25
Trojke pitagorejska nazywamy pierwotng, 8 15 17
jeslia, bicnie majg wspolnego dzielnika
W|kazego od 1. 9 12 15

Trojkat, ktorego dtugosci bokow stanowig trojke pitagorejskg,
nazywany jest trojkatem pitagorejskim. Z kolei trojkat o bokach
dtugosci 3, 4 i 5 nazywa sie trojkatem egipskim.



Twierdzenie Napoleona

Tresc:
Ortocentra trojkatow C
rownobocznych zbudowanych
na bokach dowolnego trojkata Y L
s3 wierzchotkami trojkata M / \
rownobocznego.

Tradycyjnie przypisuje sie A B
je Napoleonowi Bonaparte, choc

nie ma zadnych dowodow na N

jego wktad w sformutowanie

badz udowodnienie twierdzenia.



Twierdzenie Napoleona

Dowod: X
Poniewaz trojkaty zbudowane na
bokach trojkata ABC sa
rownoboczne, to katy zaznaczone
na rysunku na czerwono maja Y
miare 60° oraz [AM| _[AN| _|CL| V3

[AC] ~ |AB| ~ |BC|] ~ 3
Stad <MAN =<CAZ

|AM|  |AN] ..
Poniewaz 37 = [ap Wigc trojkaty

AMN i ACZ sg podobne. Zatem |MN| =

2] -

Analogicznie pokazujemy, T /3
ze BLN i BCZ s3 podobne, wigc [LN| =|CZ|- =~
Stad |LN| = |MN].

Analogicznie pokaZUJemy, Z€ |LN|=|LM|
wiec ALMN jestrownoboczny.



Twierdzenie Menelaosa

twierdzenie geometrii ptaskie;
pochodzgce od Menelaosa

z Aleksandrii, choC znane byto juz E
wczesniej D

Jest przydatne przy

wykazywaniu wspotliniowosci pun F
ktow (tzn. ze lezg one na wspolnej 4 B

prostej).

Dowolna poprzeczna wyznacza na C

dwoch bokach trojkata ABC i

przedtuzeniu trzeciego boku (lub

na przedtuzeniach wszystkich F A4 B

bokow) punkty D, E, Fw ten

sposob, z& | 4 cp| |BR ., o D
|EC| |DB| |FA| ~




Twierdzenie Menelaosa

Dowad:
Niech X bedzie punktem przeciecia prostej rownolegtej do AC

przechodzacej przez punkt B z poprzeczng. Trojkaty XBF i EAF s3
podobne.

BX| |BF
th.TaIesa:| | _ |BF]

AE| ~ [FA]

. oo _ |BF|
czyli |xB| = m-|AE|

ICE| |DC| 1 |DC| 1

Trojkaty CED i BXD sg podobne, zatem gz = (55 <zyli x5 = 5| cF]

Po pomnozeniu stronami powyzszych rownosci otrzymujemy

~|BF| |DC| |AE] <

~ |FA| |DB| |CE]

W przypadku, gdy wszystkie
punkty D, E, F lezg X

na przedtuzeniach bokow trojkata, F
rozumowanie jest analogiczne 4 B




Trojkat Penrose’a

figura niemozliwa wymyslona
przez szwedzkiego

grafika Oscara Reutersvarda w
1936 roku.

Nazwa figury pochodzi

od matematyka Rogera
Penrose’a, ktory niezaleznie
odkryti spopularyzowatjg w
latach 5o. XX wieku, opisujac
jako ,niemozliwosc w je;
najczystszej postaci”.

Jest to wazna figuraw
tworczosci holenderskiego
grafika Mauritsa Cornelisa
Eschera.



Trojkat Penrose’a

Trojkat Penrose’a objawia sie jako przedmiot utworzony z trzech
rownych belek o kwadratowym przekroju, ktorych konce s3
potaczone, tworzac katy proste, a cata figura ma ksztatt trojkatny.
Belki moga byc od siebie oddzielone jako szesciany lub
prostopadtosciany i jedynie utozone w ksztatt trojkata Penrose’a.

Taki uktad cech nie moze byc zrealizowany przez zaden
trojwymiarowy obiekt w zwyktej przestrzeni euklidesowej.

Istniejg trojwymiarowe przedmioty, ktore obserwowane

z odpowiedniej pozycji przedstawiaja sie jak dwuwymiarowy widok
trojkata Penrose’a. Termin ,trojkat Penrose’a” moze oznaczac
zarowno dwuwymiarowe odwzorowanie figury, jak i sama figure

niemozliwg.



Trojkat Penrose’a

Litografia Eschera Waterfall
przedstawia wode, ktora sptywa
zygzakowatym kanatem
umieszczonym na dwoch bokach
trojkatow Penrose‘a i konczy bieg
dwa pietra wyzej nad poczatkiem
kanatu.

W efekcie koncowy wodospad
tworzy trzeci bok obu trojkatow,
napedzajac ponadto koto wodne.

Escher podkreslit takze, iz aby
utrzymac koto w ruchu, nalezy co
jakis czas uzupetnic ubytek wody
spowodowany parowaniem.




Trojkat Penrose’a

Rzezba niemozliwego trojkata jako ztudzenie

optyczne, Perth, Australia Zachodnia

By Bjern Christian Terrissen - Own work by uploader, http://bjornfree.com/galleries.html, CCBY-SA 3.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=6267182




Trojkat Penrose’a

Farma lluzji Sp. z 0.0., Mosciska g, 68-455 Trojanow




Inne wielokaty Penrose’a

Jest mozliwe tworzenie analogicznych figur jak trojkat Penrose’a,
wykorzystujac inne wielokaty foremne, efekt wizualny nie jest
jednak tak uderzajacy.

Wraz ze wzrostem liczby bokow figury wydaja sie byc bardziej
krzywe i poskrecane.

oGP0




