Podstawowe pojecia geometrii



Pojecie pierwotne | aksjomat

POJECIE PIERWOTNE = pojecie przyjete bez
definicji.

Pojecia pierwotne w geometrii to: PUNKT,
PROSTA, PLASZCZYZNA, PRZESTRZEN.
AKSJOMAT = zdanie, ktorego prawdziwosc
przyjmuje sie bez dowodu.



EUKLIDES Z ALEKSANDRII

ur. ok. 365 r. p.n.e., zm. ok. 300 . p.n.e.
matematyk grecki pochodzqcy z Aten,
przez wiekszosc zycia dziatajgcy

w Aleksandrii;

Euklides byt jednym z pierwszych
wyktadowcow stynnej wowczas Szkoty
Aleksandryjskiej. Przypuszcza sig,

ze byt wychowankiem Akademii Platonskiej, "H52=== =
gdzie posiadt g’r?bokq wiedze majac dostep do naJIepszych prac
matematykow i filozofow grecklch Przemawia za tym miedzy
innymi cecha "Elementow" - skrupulatne, tak charakterystyczne
dla Platona i jego zwolennikow, omijanie wszelkich zagadnien
majacych zwigzek z praktyka.




EUKLIDES Z ALEKSANDRII

EVCLIDE,
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Euklides zajmowat sie gtownie geometrig,
a swoje twierdzenia ujat w dziele pt.
Elementy, sktadajacym sie z 13 ksiag.
Powszechnosc studiowania tego dzieta
porownywano z popularnoscig Biblii.

Przez ponad 2000 lat wszyscy uczniowie
zapoznawali sie z Elementami jako
wstepem do geometrii. Nawet dzisiejsze
podreczniki z tej dziedziny sg w duze;
mierze oparte na metodach i twierdzeniach
Euklidesa. Napisat on takze inne dzieta, ale
tylko nieliczne sposrod nich sie zachowaty.



EUKLIDES Z ALEKSANDRII

Wedtug jednej z anegdot
o Euklidesie, krol
Ptolemeusz |
przegladajac "Elementy"
zapytat autora, czy nie
ma krotszych drog
wiodgcych do geometrii,
na co Euklides odrzekt:
"W GEOMETRII NIE MA
DROG SPECJALNYCH DLA
KROLOW".




1. AKSJOMAT EUKLIDESA

Z dowolnego punktu mozna poprowadzic prosta
do dowolnego innego punktu (AKSJOMAT
NALEZENIA) - prawo to mowi, ze jezeli mamy
dane na ptaszczyznie 2 punkty nie pokrywajace
sig, mozemy je potaczyc tylko jedng prosta.



2. AKSJOMAT EUKLIDESA

Ograniczong prostg mozna dowolnie
przedtuzac (AKSJOMAT CIAGLOSCI) - prawo to
mowi, ze kazda prosta ma nieskonczong
dtugosci oba jej konce mozemy dowolnie
przedtuzac.



3. AKSJOMAT EUKLIDESA

Z kazdego punktu mozna zakreslic okrag

o dowolnym promieniu - prawo to mowi, ze
jezeli mamy dany punkt, mozemy zakreslic
okrag o kazdym promieniu.



4. AKSJOMAT EUKLIDESA

Wszystkie katy proste sg rowne - postulat ten
mowi, ze wszystkie katy proste maja tg sama
miare, czyli go stopni. Prawo to byto
podstawg do stworzenia wielu twierdzen.



5. AKSJOMAT EUKLIDESA

Jezeli dwie proste na ptaszczyznie tworzg z
przecinajacy je prosta katy jednostronne
wewnetrzne o sumie mniejszej od dwoch
prostych, to te proste, po dostatecznym
przedtuzeniu, przetng sie i to z tej wtasnie
strony, z ktorej tworza te katy



Geometria euklidesowa

Nazwa pigty postulat jest nazwa historyczng,
wynikajgcg z kolejnosci jego wystepowania
w ,Elementach” Euklidesa. Sposrod wielu
okreslen tego postulatu, okreslenie postulat
Euklidesa, choc bardzo popularne, jest nieco
mylace, bowiem kazdy z pieciu postulatow jest
postulatem Euklidesa

i w rownej mierze konstytuuje geometrie
euklidesowa. Ostatni z aksjomatow jest
fundamentalnym aksjomatem geometrii
euklidesowe].




Geometrie nieeuklidesowe

Mozna zbudowac geometrig, ktora zamiast
pewnika Euklidesa zawiera jeqo zaprzeczenie,
a takze geometrie opartg jedynie na czterech
pierwszych aksjomatach Euklidesa
(geometrie nieeuklidesowe, np. geometria
Reimanna i geometria tobaczewskiego).


https://pl.wikipedia.org/wiki/Rozmaito%C5%9B%C4%87_riemannowska

FIGURA GEOMETRYCZNA




Figura ptaska

KAZDY ZBIOR PUNKTOW PLASZCZYZNY nazywamy figurg ptaska.

Figura ptaska jest OGRANICZONA, gdy istnieje koto, w ktorym ta
figura sie zawiera.

Figura ptaska jest NIEOGRANICZONA, gdy nie jest zawarta
w zadnym kole.



Punkt

PUNKT to najmniejszy, bezwymiarowy obiekt geometryczny.

PUNKT ma zawsze zerowe rozmiary, dwa punkty moga wiec
roznic sie tylko potozeniem.

Punkty zaznacza sie na rysunku jako x (krzyzyk), kotko lub

kropke itradycyjnie oznacza wielkimi literami alfabetu
tacinskiego (A, B, C).

m A



Punkt cd.

PUNKT jest w przestrzeni euklidesowej pojeciem
pierwotnym, co oznacza, ze nie jest definiowany

z uzyciem formalizmu matematycznego. Podobnie jest on
pojeciem pierwotnym geometrii Riemanna i geometrii
tobaczewskiego.

Istniejg jednak przestrzenie matematyczne, w ktorym punkt
moze zostac zdefiniowany. Przyktadowo nakfadajac na
przestrzen euklidesowg KARTEZJANSKI UKEAD
WSPOERZEDNYCH, mozemy w tak powstatej przestrzeni
kartezjanskiej zdefiniowac punkt jako pare

uporzadkowang (przy wiekszej liczbie

wymiarow krotke) liczb rzeczywistych.



Punkt cd.

Pierwszg probe opisania pojecia punktu
podjat Euklides: PUNKT TO JEST TO, CO NIE SKEADA SIE Z CZESCI
(CZEGO NIE MOZNA ROZEOZYC NA CZESCI).

Dla Euklidesa punkt jest "miejscem" bez wymiarow, co oddat
w swoich postulatach czy twierdzeniach. Na przyktad: "dwie
proste przecinajg sie w punkcie...", "z punktu mozna zakreslic
okrag...". Zwykle jednak stowa "punkt" uzywa sie jedynie

w odniesieniu do elementow przestrzeni euklidesowej, lub
innych przestrzeni geometrycznych (np. wspomniane

juz przestrzen Riemanna, przestrzen

tobaczewskiego, przestrzen Minkowskiego).



Prosta

Linia prosta w sensie potocznym rozni sie od tego, co pod
tym pojeciem okresla sie w matematyce. Potocznie ,prosta”
oznacza ,niezakrzywiona”.

W geometrii euklidesowej ,prosta” albo ,linia prosta”,
oprocz tego, ze nie jest zakrzywiona, musi rozciggac sie
nieograniczenie w obydwie strony i miec zerowg ,, grubosc”.

Proste oznaczamy matymi literami k, [, m.

Prostg przechodzgca przez punkty A i B nazywamy prostg AB
| 0Znaczamy pr. AB.



Prosta cd.

Euklides w ,Elementach” prosta definiowat tak:

- linia jest DEUGOSCIA BEZ SZEROKOSCI,

- linia jest prosta, jesli JEST POLOZONA MIEDZY SWOIMI

PUNKTAMI W ROWNYM | JEDNOSTAJNYM KIERUNKU.

Definicja ta z punktu widzenia dzisiejszej matematyki pasuje raczej
do odcinka niz do prostej, gdyz ta nie lezy ,miedzy swoimi
punktami”, lecz jest nieograniczona. Euklides odrozniat jednak
proste od odcinkow, piszac o ,liniach przedtuzanych
w nieskonczonosc”, np. ,Linie rownolegte s to proste, ktore lezg
na tej samej p’raszczyznle | przedtuzone z obu stron
w nieskonczonosc, z zadnej strony nie przetng sig”. Byfo to
spowodowane pron ominigcia trudnosci zwigzanych
z nieskonczonoscig aktualng (prosta jako catosc jest
~nieskonczona”) poprzez wyrazenie jej jako nieskonczonosc
potencjalng (mozliwosc nieograniczonego przedtuzania odcinka).



Prosta cd.

W klasycznej geometrii euklidesowej, prosta jest

tzw. pojeciem pierwotnym, niedefiniowanym formalnie
w obrebie danej teorii. Mozna jg jednak interpretowac za
pomocy pojec wykraczajacych poza geometrie, np.

jako ZBIOR PUNKTOW O WSPOLRZEDNYCH SPEENIAJACYCH
PEWNE ROWNANIE.

W matematyce rozwazane sg takze inne geometrie, takie
jak geometria powierzchni kuli. Pojecie prostej mozna
uogolnic takze na geometrie nieeuklidesowe.
Odpowiednikiem prostych sg wowczas tzw. linie geodezyjne,
czyli krzywe okreslajgce lokalnie najkrotsze drogi miedzy
punktami.



Prosta - wtasnosci

PRZEZ DWA NIEIDENTYCZNE PUNKTY PRZESTRZENI PRZECHODZI
TYLKO JEDNA PROSTA.

Prosta przechodzaca przez dwa rozne
punkty ptaszczyzny zawiera sie w tej ptaszczyznie.

Prosta na ptaszczyznie jest ZBIOREM PUNKTOW JEDNAKOWO
ODDALONYCH OD DWOCH USTALONYCH PUNKTOW.

Kazdy punkt ptaszczyzny lub przestrzeni nalezy do
nieskonczenie wielu prostych. Ich zbior zwany jest PEKIEM
PROSTYCH.

Kazda prosta dzieli ptaszczyzne, w ktorej sie zawiera, na dwa
obszary (potptaszczyzny) i jest brzegiem kazdego z nich.



Prosta — wtasnosci cd.

Kazdy punkt na prostej dzieli jg na dwie czesci zwane POEPROSTYMI.

Najkrotsza droga pomiedzy dwoma dowolnymi punktami prowadzi po
proste;j.

Prosta jest czESCIA WSPOLNA dowolnych dwoch nierownolegtych
ptaszczyzn.

PROMIEN KRZYWIZNY (dla wiekszej liczby wymiarow — wszystkie
promienie krzywizny) w kazdym jej punkcie jest nieskonczony.

Proste sg jedynymi krzywymi gtadkimi o zerowej KRzYWIZNIE w kazdym
punkcie.

Kazda prosta ma nieskonczong liczbe 0si SYMETRIL.
Osig taka jest ona sama oraz kazda prosta prostopadta do niej.



Potprosta

Jesli niezakrzywiona linia o zerowej grubosci rozcigga sie
nieograniczenie tylko w jedng strone, a z drugiej strony ma
zakonczenie, to jest nazywana POLPROSTA.

POLPROSTA to figura geometryczna sktadajaca sig
z punktow prostej lezacych po jednej stronie
pewnego punktu tej prostej. Punkt ten jest
nazywany POCZATKIEM POtPROSTEJ. Bardzo czesto do tak
okreslonej potprostej dotgcza sie poczatek potprostej i
mowimy 0 POEPROSTEJ DOMKNIETEJ (z poczatkiem).
W przeciwnym wypadku mowimy o POEPROSTEJ OTWARTEJ
(bez poczatku) .

m

jedna pitprosta T:g druga potprosta
punkt
nalezacy do
obu péiprostych




Potprosta cd.

POLPROSTA o poczatku w punkcie A i przechodzgaca przez
punkt B oznaczamy jako potprostg AB. Niekiedy potprosta
nazywa sie PROMIENIEM. Czesto wygodnie jest oznaczac
przez A/B promien otwarty wychodzacy z punktu A

i nieprzechodzacy przez punkt B. Inaczej mowiac,

promien A/B sktada sie z tych punktow prostej AB, ktore leza
po przeciwnej stronie punktu A niz punkt B.

POLPROSTA 0 poczatku w punkcie A mozna tez zdefiniowac
jako maksymalny podzbior prostej przechodzacej przez
punkt A, taki ze punkt A nalezy do tego podzbioru, ale nie
lezy on miedzy zadnymi dwoma innymi punktami tego
podzbioru.



Zadanie 1.

Dane s cztery punkty, z ktorych zadne trzy nie s3
wspotliniowe.
lle prostych i potprostych wyznaczaja te punkty?

Uogodlniajac: ’
Liczba prostych
wyznaczonych przez
n punktow jest rowna ’
n(n-1)
2

v =

Odp.: 6 prostych i 12 potprostych.



Odcinek

Jesli niezakrzywiona linia o zerowej grubosci posiada
zakonczenia z obydwu stron, to nazywana jest ODCINKIEM.

_ odeinek AB
A B
\

kofce odcinka

Odcinek oznaczamy dwiema literami, ktore wskazujg punkty
ograniczajace go, czyli jego konce, piszgc np. odcinek AB.
Mozemy uzyc rowniez matej litery, piszac np. odcinek a.
Dtugosc odcinka AB oznaczamy symbolicznie |AB|.

Jezeli A = B, to odcinek AB nazywamy ODCINKIEM ZEROWYM.



Symetralna odcinka

SYMETRALNA ODCINKA — prosta prostopadta do
danego odcinka i przechodzgca przez jego srodek.

Rownowaznie - prosta bedaca zbiorem punktow rowno
oddalonych od obu koncow odcinka. Poprawnosc drugie;
definicji wynika z twierdzenia mowigcego, ze taki zbior
punktow faktycznie tworzy prosta.

3 -

Symetralna jest jedna
z dwoch osi symetrii odcinka. -



Symetralna odcinka

KONSTRUKCJA SYMETRALNE)J

Niech dany bedzie odcinek.

Aby skonstruowac cyrklem i linijkg symetralng tego odcinka nalezy:
Zakreslic cyrklem dwa okregi o srodkach w punktach oraz

o identycznym promieniu wiekszym od potowy dtugosci odcinka.
Okregi te przetnga sie w dwoch roznych punktach.

Poprowadzic prostg przez wyznaczone punkty przeciecia okregow.
Wyznaczona prosta jest szukang symetralna.

Uwaga:
Powyzsza konstrukcja jest rowniez stosowana do wyznaczenia srodka
odcinka poniewaz punkt przeciecia symetralnej z odcinkiem jest wtasnie

tym srodkiem.



Zadanie 2.

Punkty A, B, C sg wsp&tliniowe oraz |[AB|=6 |AC|=38
Narysuj, jak wzgledem siebie potozone sg punkty A, B, C
i oblicz |BC|

1.przypadek
A 6 B 2 C
\BC\ =2

2.przypadek

B 6 A 8 C
‘BC‘:l4



Figury wypukte | wkleste

Definicja:
FIGURA JEST WYPUKEA, GDY ZAWIERA KAZDY Z ODCINKOW,

KTOREGO KONCF DO NIFI NAI F7A

Gdy figura nie jest wypukta nazywamy jg WKLEStA albo
niewypukta. Np. okrag jest wklesty.



Figury wypukte | wkleste cd.

Wkleste czy wypukte?

wklesta wypukta wklesta wypukta  wklesta

wypukta wypukta wklesta  wklesta wklesta



Figury wypukte | wkleste cd.

Twierdzenie:
CZESC WSPOLNA DWOCH FIGUR WYPUKLYCH JEST FIGURA WYPUKEA.

Zatozenie: F, G - figury wypukte

Teza: FNG - figura wypukta

Dowad:

Wezmy dowolne punkty A, B i zatozmy,

ze A, B € FNG. Z definicji iloczynu zbiorow wynika,
zeA,BEFiA BEG.

Z zatozenia, ze F jest figurg wypukty, wiemy, ze odcinek

AB CF.

Analogicznie mozna stwierdzic, ze odcinek AB € G. Zatem
odcinek AB zawiera sie w FNG, co - wobec teqgo, ze A, B byty
dowolnymi punktami - dowodzi, ze FNG jest figurg wypukta.



Figury wypukte | wkleste cd.

Twierdzenie ogolniejsze:
CZESC WSPOLNA SKONCZONEJ LICZBY FIGUR WYPUKLYCH
JEST FIGURA WYPUKEA.

lloczyn figur wklgstych moze byc zarowno figura
wklesta jak i figurg wypukta.

Kazda figura geometryczna jest albo wypukta, albo
wklesta. Figurami wypuktymi jak i wklgsh/ml moga byc
sumy jak i roznice figur wypuktych.



Kat

Kat to obszar powstaty z rozciecia ptaszczyzny przez sume
dwoch potprostych o wspolnym poczatku, wraz z tymi
potprostymi. Potproste nazywane sg RAMIONAMI KATA,
wspolny poczatek potprostych nazywany jest WIERZCHOEKIEM
KATA.

AN
s

-

wierzchotek ramieg
Kat liczbowo wyrazony w jednostkach kata nazywa sie MIARA
KATA. Czesto, niezbyt precyzyjnie, katem nazywa sie jego
miare.



Jednostki miary kata

Miara kata — wielkosc kata wyrazona w odpowiednich
jednostkach.

W matematyce i jej zastosowaniach teoretycznych uzywa
sie MIARY LUKOWEJ. Jest to dtugosc tuku wycietego przez kat
z okregu o promieniu 1i srodku w wierzchotku kata. Tak
okreslona miara wyraza sie liczbg niemianowana
(bezwymiarowa) i moze przyjmowac wartosci z zakresu

o do 21 Jednostke miary tukowej nazywamy RADIANEM.

W zyciu codziennym uzywa sie zwykle MIARY STOPNIOWEJ. K3t
petny dzielimy na 360 STOPNI KATOWYCH (symbol: ©), kazdy z nich
na 60 MINUT KATOWYCH (symbol: ), a kazdg z nich na 60 SEKUND
KATOWYCH (symbol: "). Utamki sekund katowych podawane sg juz
dziesietnie. Te wtasnie miare wykorzystuje sie w popularnych
katomierzach.



Jednostki miary kata

W praktyce militarnej i geodezyjnej stosowany bywa podziat kata
petnego na 400 GRADOW (lub GRADUSOW, symbol: 9), z ktorych kazdy
dzieli sie na 100 centygradow (symbol: C) a kazdy z nich na 100
myrlogradow (symbol: ). Podziat taki utatwia reczne (pisemne)
dodawanie i odejmowanie, poniewaz przeniesienia i pozyczki
wykonuje sig jak przy zwyktych liczbach dziesigtnych, bez koniecznosci
przeliczania na 60 i 9o jednostek.

W pomiarach nachylenia nawierzchni uzywa sie MIARY PROCENTOWE)J
(np. przy okresleniu nachylenia nawierzchni drogi). Przyktadowo 1%
oznacza gorke o wysokosci 1 cm na 100 cm dtugosci.

RUMB to miara kata uzyskana przez podziat okregu na 32 czesci.
Niegdys byta powszechnie uzywana w nawigacji morskiej, nieomal

catkowicie wyparta przez system 360°. Jeden rumb = 11,25° (0,1963495
rad).



Miara stopniowa

1°— jeden stopien

1°to 1/90 kata prostego

Stopnie dzielimy na minuty: 1°= 60
Minuty dzielimy na sekundy: 1= 60~

1° = " radianéw
180




Zadanie 3.

Wyraz miare 0,73°za pomocg minut i sekund.

Rozwigzanie:

0.73 = 73 q0+3:6 42 18

100 100-6 60 600
42 18-6 42 60+48 43 48

60 600-6 60 602 60 602

Odpowiedz: 0,730 =43'48"



1 rad—jeden radian

Radianem nazywamy miare kata srodkowego
opartego natuku o dtugosci rownej
promieniowi okregu

0
1radian = 180" _ 57°17'45"
JC




Zadanie 4.

Zamien stopnie na

180°= /T

radiany:

300 =

il
6

-3000= _2,
3

360°= 27

T
180 -
10

2250 =

5

I

T

Zmien radiany na
stopnie:

15 =10°

gﬂ — 270°
T = 45°

gn =150°
T —120°

3



Klasyfikacja katow

wzgledem ustalonego zakresu ich miar
(uzywane beda miara tukowa wraz z miarg stopniowg podang w nawiasie)




Klasyfikacja katow

ZEROWY — kat utworzony przez dwie potproste pokrywajace sie,
a tym samym im rowny; jego miara jest rowna o rad (lub 0°);

A C
B

POLPEENY — kazdy z dwu katow utworzonych przez dwie
potproste uzupetniajace sie do prostej; jego miara wynosi 1t rad
(lub 180°);

AR




Klasyfikacja katow

PEENY — kat utworzony przez dwie potproste pokrywajace sie
i rowny catej ptaszczyznie; jego miara jest rowna 2m rad (lub

360°);
&

PROSTY — kat przystajacy do kata majacego z nim wspolne jedno
tylko ramie, podczas gdy pozostate ramiona tworzg prostg; jego
miara wynosi 11/2 rad (lub 90°); ¢




Klasyfikacja katow

OSTRY — kat scisle zawierajacy sie w pewnym kacie prostym; ma
miare wiekszg od o rad (lub 0°), lecz mniejszg od mi/2 rad (lub
90°); c -

e
Y
~ '|l
-~ 407 |

WL
B

ROZWARTY — kat scisle zawarty w pewnym kacie potpetnym, lecz

nie bedacy ani ostrym, ani prostym; ma miare wiekszg niz

/2 rad (lub 90°), lecz mniejsza niz mrad (lub 180°);

\
‘!.
c\
At

ol
;




Klasyfikacja katow

WYPUKtY — kat bedacy figurg wypukty; miara takiego kata jest
mniejsza lub rowna mt rad (lub 180°) albo rowna 2m rad (lub
360°); ’

c .-
-
-

WKLEStY — kat, ktory nie jest wypukty; miara takiego kata jest
wieksza niz rad (lub 180°), lecz mniejsza niz 2m rad (lub 360°).

& &



Klasyfikacja katow

Wyjawszy przypadek, gdy ramiona kata uzupetniajg sie do
prostej (oba katy sg wtedy potpetne) lub pokrywaja sie (jeden z
katow jest wtedy zerowy, a drugi petny) jeden z katow mozna
jednoznacznie zidentyfikowac jako wypukty, drugi zas jako
wklesty (w przeciwnym przypadku oba sg wypukte); czasem

mozliwe jest tez wyroznienie wsrod nich kata rozwartego badz
ostrego.



Klasyfikacja katow

utworzonych przez dwie proste nierownolegte




Katy wierzchotkowe

Definicja:
KATY WIERZCHOtKOWE to dwa katy wypukte,
w ktorych ramiona jednego s3 przedtuzeniem ramion drugiego.

Twierdzenie:
Katy wierzchotkowe maja rowne miary.




Katy przylegte

Definicja:
KATY PRZYLEGLE to dwa katy, ktore maja jedno ramie wspolne
a pozostate ramiona tworzg prosta.

Twierdzenie:
SUMA MIAR KATOW PRZYLEGLYCH WYNOSI 180°




Katy dopetniajgce

Definicja:
KATY DOPEENIAJACE to katy majgce jedno wspolne ramie, pozostate
zas lezace pod katem prostym.

Twierdzenie:
SUMA MIAR KATOW DOPELNIAJACYCH JEST ROWNA MIERZE KATA
PROSTEGO.




Zadanie 5.

Jaka miare maja katy: a, B, y?

o = 145°
bo ai3g° B =68° y = 30%
to katy przylegte



Zadanie 6.

Wyznacz miary katow
przylegtych, jesli jeden
z katow ma miare 0 42°
wiekszg od drugiego.

Rozwigzanie:
a+a+42° =180°
200 =138°
Odpowiedz:
69°,1171°

Wyznacz miary katow
przylegtych, jesli stosunek
ich miar jest rowny 3:2.

Rozwigzanie:

3+ 20 =180°
a = 36°
Odpowiedz:
108°, 72°



Klasyfikacja katow

utworzonych przez dwie proste przeciete trzecig prostg




Katy naprzemianlegte

KATY NAPRZEMIANLEGLE
WEWNETRZNE
<41<6
<31 <5

KATY NAPRZEMIANLEGLE
ZEWNETRZNE
<1i<7
<21<8




Katy jednostronne

KATY JEDNOSTRONNE
WEWNETRZNE
<4 1<5
<31<6

KATY JEDNOSTRONNE
ZEWNETRZNE
<11<8
<21<7




Katy odpowiadajace

KATY ODPOWIADAJACE
<11i<5g
<41<8
<21<6
<31 <7




Twierdzenie:

JEZELI DWIE PROSTE ROWNOLEGLE A | B SA PRZECIETE TRZECIA

PROSTA C, TO KATY ODPOWIADAJACE | NAPRZEMIANLEGLE SA ROWNE)J
MIARY.




Katy naprzemianlegte wewnetrzne

Katy naprzemianlegte zewnetrzne

|<4| =<6
<3| =<5
|<1] =<7
|<2| =|<8|
Katy

<1| = |<g|
<4| =[<8|
<2|=|<6|
<3| =1<7]|

odpowiadajace




Zadanie 7.

Jaka miare ma kat a?

IT1

m||n




Zadanie 8.

Jaka miare maja katy 1, 2, 3, 4, 5, 6, 77
kIl 1




Zadanie 8.

Jaka miare maja katy Odpowiedz:
<1=180° - 40° = 140° < 40%i <1 to katy przylegle, w sumie majg 180°
1,23, 45 6,7°

€2=40° <2 i «¢40° to katy wierzchotkowe, majg rowne miary
€3=4] katy wierzchotkowe
<43 = 140°
kIl =41 g
katy odpowiadajgce (sq rowne)
€4=140°
45=42 S
katy odpowiadajgce
I.{ 45 =40°
L6=<44

katy wierzchotkowe (sg rdwne)

<6 = 140°

_1_[ r- ] ' ] 1= katy wierzchotkowe
—F/I lub
17=<2 katy naprzemianlegte
lub
47T =<44(0°

katy odpowiadajgce
47 =40°



tamana

Definicja:

E AMANA nazywamy figure geometryczng, ktora jest suma
skonczonej liczby odcinkow takich, ze kazde dwa kolejne
majg wspolny koniec oraz:

kazde dwa kolejne odcinki i tylko dwa kolejne odcinki maja
wspolny koniec,

zadne dwa nastepujace po sobie odcinki nie sg zawarte

w jednej proste;.
B



tamana

Odcinkitamanej nazywamy jej bokami, a ich konce
wierzchotkamitamane,;.

Jesli poczatek pierwszego boku pokrywa sie z koncem
ostatniego, to tamang nazywamy zamknieta, w przeciwnym
razie mowimy, ze tamana jest otwarta.

Jezeli bokitamanej nie przecinaja sie (nie maja punktow
wspolnych poza wierzchotkami), to tamang nazywamy
zwyczajng, jesli zas boki tamanej przecinajg sie to tamang
taka nazywamy wigzana.



> /™ [~

tamana zwyczajna otwarta tamana zwyczajna zamknieta

T

tamana wigzana otwarta tamana wigzana zamknieta




Zadanie q.

Czy ponizsze figury sg tamanymi?

TAK @ TAl<Z<> %ue
TAK
IE @AK

Zz\_ \
Yy



Wielokat

WIELOKAT (albo wiELOBOK) — figura ptaska ograniczona linig
tamang zamknietg, zazwyczaj jest to tamana zwyczajna. Boki
tej tamanej nazywamy bokami wielokata, zas jej wierzchotki
nazywamy wierzchotkami wielokata.

Przyktady wielokatow: trojkaty, czworokaty, pieciokaty itd.

AOCD OO

Wielokat majacy n bokow nazywamy n - bokiem lub n-
katem.



Wielokat

Wielokaty mozna takze definiowac na innych
powierzchniach. Bokiem tamanej (i wielokata) jest wowczas
najkrotsza w sensie obowigzujgcej na danej

powierzchni metryki krzywa, zawierajgca sie w dane;

powierzchni i tgczgca zadane dwa punkty tej powierzchni
(geodezyjna).

Przyktadowo dla sfery odcinkiem

jest tuk kota wielkiego przechodzacego
przez dane dwa punkty sfery.
Wielokaty steryczne majg ciekawe
witasnosci, na przyktad suma katow
wewnetrznych trojkata sferycznego
jest zawsze wieksza od 180

| Scisle zwigzana z jego powierzchnia.




Zadanie 10.

Zagadka Alberta Einsteina.

Pewien cztowiek spotkat niedzwiedzia. Oboje wystraszyli sie

i zaczeli uciekac, mezczyzna na potnoc, natomiast niedzwiedz na
zachod. W pewnym momencie mezczyzna przypomniat sobie ze
ma strzelbe, zatrzymat sie odwrocit w strone potudnia i strzelit
przed siebie. Okazato sie trafit prosto w niedzwiedzia. Jakiego
koloru byt niedzwiedz?

Mysliwy w momencie strzatu musiat
znajdowac sig na biegunie potnocnym,
poniewaz jedynie z tego miejsca, bez wzgledu
w ktorg strone by skierowat strzat to zawsze
byto by to w kierunku potudnia.

Odpowiedz: niedzwiedz byt koloru biatego
(niedzwiedz polarny)




Wielokat

PRZEKATNA WIELOKATA nazywamy odcinek, ktory tgczy dwa
niekolejne wierzchotki wielokata. Liczba przekqtnych n-kata jest
rowna N€Q-3_.

2
Jezeli wszystkie katy wewnetrzne wielokata sg katami wypuktymi,
to wielokat ten nazywamy WIELOKATEM WYPUKLY M.
Jezeli co najmniej jeden kat wewnetrzny wielokata jest katem
wklestym, to wielokat ten nazywamy WIELOKATEM WKLESEYM.

Katy utworzone przez dowolne dwa kolejne boki
nazywamy KATAMI WEWNETRZNYMI wielokata. Suma miar katow
wewnetrznych n-kata jest rowna (n - 2) - 180°.

KAT ZEWNETRZNY wielokata - to kat przylegty do kata
wewnetrznego tego wielokata.

Suma miar katow zewnetrznych kazdego wielokata wypuktego
jest rowna 360°.



Zadanie 11.

lle razy wiecej przekatnych niz bokow na stukat?

" Rozwigzanie:
liczba bokow — 100

100(100— 3)

liczba przekatnych — =50-97 = 4850

Odpowiedz:
Stukat ma 48, 5 razy wiecej przekatnych niz bokow.



Zadanie 12.

Ktory wielokat ma tyle samo bokow co przekatnych?

Rozwigzanie: n —liczba bokdéw wielokata,n>3AneN

n(n—3):n

Odpowiedz:
2 Ten wielokat to pieciokat.
n(n—3)=2n
n(n—-3)-2n=0
n(n—-3-2)=0

N=0vn=5



Zadanie 13.

Liczba przekatnych pewnego wielokata jest 5 razy wieksza
od liczny jego bokow. Jaki to wielokat?

Rozwigzanie: n—liczba bokdw wielokata, N =3ANne N
n(n-3) _ 5

n(n—3)=10n

n(n—3)-10n=20
n(n—-3-10)=0 | Odpowiedz:

Ten wielokat to trzynastokat.
N=0vn=13



Wielokat foremny

WIELOKATEM FOREMNYM nazywamy taki wielokat, w
ktorym wszystkie boki majg rowne dtugosci i wszystkie
katy maja rowne miary.

Wszystkie wielokaty foremne sg figurami wypuktymi.
Wielokatem foremnym o najmniejszej liczbie bokow jest
trojkat rownoboczny. Czworokat foremny to kwadrat.

Na kazdym wielokgacie foremnym mozna opisac okrag
i w kazdy wielokat foremny mozna wpisac okrag, a
srodki tych okregow pokrywaja sie.



Wielokat foremny

Kazda symetralna boku wielokata foremnego jest osig
symetrii tego wielokata.

Kazda dwusieczna kata wewngtrznego wielokata
foremnego zawiera sie w osi symetrii
tego wielokata.

Wielokgtami foremnymi zajmowat sig
miedzy innymi niemiecki matematyk
Karol Fryderyk Gauss, ktory w 1801 odkryt,
ze n-kat foremny daie sie skonstruowac za
pomoca cyrkla i linijki wtedy i tylko wtedy,
gdy n jest liczbg postaci 2p, gdzie p jest
liczbg pierwszg Fermata.




Wielokaty foremne - przeglad

trojkat

kwadrat

pieciokat

szesciokat

60°

90°

108°

120°




Wielokaty foremne - przeglad

siedmiokat 4° 7. 2
heptagon 128? P =Za ctg7 ~ 3,63391-a
osmiokat 0 - 2
P=2 — ~4.82843-
oktagon O 135 a’ctg’ ~4,82843-2
dziewieciokat . TR R
nonagon 140 —Za C g§ ~ 0, . a

dziesieciokat 5 , x 2
P="a’tg " ~7,6942.
dekagon O 144° S ET: a



Wielokaty foremne — cd.

miare kata wewnetrznego (n—2) 180°(n-2)
(1 _

(pomiedzy sasiednimi bokami) y
n n
miare kata srodkowego
. C 2 2 360°
(czyli kat, pod jakim widziany jest bok f=""=
wielokata z jego $rodka) . N

dtugosc boku wielokata foremnego przez
promienie okregow opisanego i wpisanego a=2vR? _ 2



