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Fraktale naturalne

http://www.youtube.com/watch?v=dZM45mfJQ40



http://www.youtube.com/watch?v=dZM45mfJQ40
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Rycina 1: Dendrytyczne krysztaly stilbenu
w Swie




Fraktale matematyczne

- przykfady

http://pl.wikipedia.org/wiki/Smok Heighwaya

http://pl.wikipedia.org/wiki/Tr9%eC3%B3ik%C4%85t Sierpi%C5%384skieqo

http://pl.wikipedia.org/wiki/Piramida Sierpi%C5%84skieqo

https://pl.wikipedia.org/wiki/Papro%C4%87 Barnsleya

http://cinderella.de/filessyHTMLDemos/ - polecam ,,drzewko” i krzywa
Kocha (brzeg $niezynki)



http://pl.wikipedia.org/wiki/Smok_Heighwaya
http://pl.wikipedia.org/wiki/Tr%C3%B3jk%C4%85t_Sierpi%C5%84skiego
http://pl.wikipedia.org/wiki/Piramida_Sierpi%C5%84skiego
https://pl.wikipedia.org/wiki/Papro%C4%87_Barnsleya
http://cinderella.de/files/HTMLDemos/

Wymiar fraktalny

Iog N (g) « &jest odcinkiem (kwadratem,

szesclanem) miarowym

W_ =1lim
a e—0 1
Iog ; « N(&) — liczba jednostkowych &

pokrywajacych obiekt geometryczny

Praktycznie:

W mianowniku (pod logarytmem) — ile razy zmniejszyliSmy miarke, aby w
nastepnym kroku moc zmierzy¢ obiekt

W liczniku (pod logarytmem) — ile zmniejszonych miarek pokrywa catkowicie
obiekt

Tuta] mozna znalez¢ bardzo tadng animacje i sprytne wyjasnienie obliczania wymiaru fraktalnego.


https://www.youtube.com/watch?v=gB9n2gHsHN4
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Eo =L, N(g,) =1
51:% ................... N(g)=2
ezzé ................... N(e,) =4

& R N(g,)=2"

Jesli w ,,zerowym” kroku wezmiemy &, = 1
rowny diugosci odcinka, to N(g,) =1.

W nastgpnym kroku wezmiemy &= 1/3,
wtedy N(g,) =2.

Zestawmy ponizej wyniki obserwacji.

Stad:

=~ 0,63

W, = lim1%92__ j, Nlog2
= Jog3" n>*nlog3



Gdzie mozna w internecie odbyc
wedrowke po zbiorach Julii i Mandelbrota

https://www.youtube.com/watch?v=PD2XqO0OyCCk

https://www.youtube.com/watch?v=bo-MB1OPZ7E — tu bardziej kolorowo

http://www.matemaks.pl/fraktale.php

Polecam te strong, jesli chodzi o uczenie si¢ matematyki np. do matury

Dla tych, ktorzy chcieliby poprobowac¢ samodzielnie. ..

http://www.fractalforums.com/3d-fractal-generation/fractal-lab-webgl-fractal-renderer/



https://www.youtube.com/watch?v=PD2XgQOyCCk
https://www.youtube.com/watch?v=bo-MB1QPZ7E
http://www.matemaks.pl/fraktale.php
http://www.fractalforums.com/3d-fractal-generation/fractal-lab-webgl-fractal-renderer/

Jak tworzymy fraktale

Niezbedny komputer - iteracja

Przeksztatcenie afiniczne (powinowactwo) — zmniejszanie,

powiekszanie, obracanie
Mozna narysowac uzywajgc programu LOGO

Mozna zagraC w gre w chaos



380

6. Gra w chaos

Pierwsze kroki...

latwo dostosowaé do naszych potrzeb — musimy po prostu
utozsamic pary cyfr wystepujacych na normalnej kostce, na
przyklad 6 z 1, 5 z 2, a 4 z 3. Taka kostka bedzie naszym
generatorem liczb losowych, przyjmujacym jedynie wartosci
1, 2 lub 3. Liczby losowe, ktére pojawia, sie w czasie trwa-
nia gry, na przyklad 2, 3, 2, 2, 1, 2, 3, 2, 3, 1..., beda
sterowaly procesem. Proces, ktérym sie zajmiemy, bedzie
opisany przez trzy proste reguly. Do opisu tych regul mu-
simy najpierw przygotowac plansze do gry. Na rysunku 6.1
jest ona narysowana: trzy punkty bazowe oznaczone cyframi
1, 2 i 3 tworza tréjkat.

Rysunek 6.2: Sze$¢ pierwszych krokéw naszej gry. Punkty
wiodace sa polaczone odcinkami prostoliniowymi

Jestesmy juz gotowi do rozpoczecia gry. Reguly wyjas-
nimy w jej trakcie. Na poczatku wybieramy dowolny punkt
na planszy i zaznaczamy go malerika kropka. Jest to nasz
biezacy punkt gry, punkt wiodgcy. Oznaczmy go przez 2,
by méc pézniej sie do niego odwolywaé. Nastepnie rzucamy
kostka. Przypu$émy, ze wypadlo 2. Wyznaczamy nastepny
punkt wiodacy z;, ktéry bedzie lezal dokladnie w potowie
miedzy punktem wiodacym 2y a punktem bazowym ozna-
czonym cyfra 2. Jest to pierwszy krok gry. Teraz tatwo jest
odgadnaé, na czym polegaja dwie pozostale reguly naszej
gry. Zalézmy, ze graliSmy juz k razy. OtrzymaliSmy zatem
punkty z1,...,zx. Rzuémy kostka. Jesli otrzymalismy cyfre
n, to nastepny punkt wiodacy, zx+1, bedzie lezat doktadnie
w polowie pomiedzy punktem zj a punktem bazowym ozna-
czonym cyfra n. Na rysunku 6.2 przedstawiono kilka krokéw
takiej gry. Wyznaczenie kolejnosci punktéw jest utatwione
dzieki polaczeniu nastepujacych po sobie punktéw odcin-

kami. Powstaje ksztalt, ktéry wydaje sie tak samo niecie-
kawy i bezladny jak ten, ktéry powstal w wyniku losowego
bladzenia na plaszczyznie. Taka obserwacja jest jednak bar-
dzo daleka od prawdy. Na rysunku 6.3 pomineliémy odcinki
laczace punkty i zostawiliémy jedynie punkty wiodace. Gra
jest powtarzana (a) k = 100 razy, (b) k = 500 razy, (c)
k = 1000 razy, (d) k = 10000 razy.
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Rysunek 6.3: Gra w chaos po 100 krokach (a), 500 krokach (b),
1000 krokach (c) oraz 10000 krokach (d). Zaznaczone sa jedynie
punkty wiodace, bez linii laczacych. (Zauwazmy, ze pojawilo si¢
kilka punktéw, ktére w sposéb oczywisty nie naleza do tréjkata
Sierpiriskiego.)

...l nastej
punkty w

http://www.wolframalpha.com/input/?i=cha

os+game&Ilk=1&a=ClashPrefs *MathWorl

d.ChaosGame-



http://www.wolframalpha.com/input/?i=chaos+game&lk=1&a=ClashPrefs_*MathWorld.ChaosGame-

II. czesé

/wigzek fraktali z przyroda

* Opis ksztaltow przyrody — wymiar fraktalny, jako narzedzie

* Fraktal jako opis chaotycznego zachowania ukladu

A co to jest
chaos?

e ukiad stochastyczny (losowy): X ., nie zalezy od x,,

(fizyka statystyczna, fizyka kwantowa), ale opisany
prawami dotyczgcymi prawdopodobienstwa

e chaos deterministyczny: x.,, zalezy od x, w Scisle
okreslony prawem sposob

e chaos ,niczym nieopisany”



Hydrauliczne koto Lorenza

Mimo pozornej prostoty, urzadzenie moze wykazywac bardzo skomplikowane
chaotyczne zachowanie z powodu nieliniowych sprzezen miedzy jego parametrami:
moment obrotowy i moment bezwtadnosci sg zmienne, a szybkosS¢ ich zmian zalezy

od predkosci katowej kota.

http://www.youtube.com/watch?v=7A rl-DAMUE

https://www.youtube.com/watch?v=dhZxdV2naw8&feature=fv
wrel#t=94.975059 — chaotyczny wiatraczek



http://www.youtube.com/watch?v=7A_rl-DAmUE
http://www.youtube.com/watch?v=7A_rl-DAmUE
https://www.youtube.com/watch?v=dhZxdV2naw8&feature=fvwrel#t=94.975059

Co to jest atraktor?

Przestrzen fazowa — przestrzen
wszystkich mozliwych stanow, w jakich
moze znajdowac si¢ badany uktad.
Kazdy stan uktadu jest jednym punktem
tej przestrzeni.

W mechanice klasycznej przestrzen
fazowa zwykle zawiera dopuszczalne
wartosci potozenia i1 predkosci badanego
obiektu. Wykres pokazujgcy zmiany
tych wartosci w czasie nazywany jest
wykresem fazowym.
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Atraktor — w analizie uktadéw dynamicznych: zbioér w przestrzeni fazowej, do
ktorego w miar¢ uplywu czasu zmierzajg trajektorie rozpoczynajace si¢ w réznych
obszarach przestrzeni fazowej. Atraktorem moze by¢ punkt, zamknieta krzywa
(cykl graniczny) lub fraktal (dziwny atraktor). Atraktor to jedno z podstawowych
poje¢ uzywanych w teorii chaosu.

Atraktor "przycigga" znajdujace si¢ blisko niego trajektorie. Kazdy atraktor ma
swoj obszar przyciggania zwany basenem przyciggania (zbior takich warunkoéw
poczatkowych, dla ktorych trajektoria zmierza do atraktora). Najprostsze atraktory
to punkty i cykle graniczne.

Stabo przyciagajacy punkt
staly dla dyskretnego
uktadu dynamicznego
opartego na zespolonym
dwumianie kwadratowym




Model Lorenza

— przedstawiony przez Edwarda Lorenza w 1963 uktad trzech nieliniowych
rownan rézniczkowych modelujagcy w mozliwie najprostszy sposob zjawisko
konwekcji termicznej w atmosferze.

.
r=0y—0x

LYy=—rz+1rTr—yY
z =1y — bz

%

gdzie:

O — liczba Prandtla - charakteryzujaca lepkos¢ osrodka,
r — liczba Rayleigha - charakteryzujaca przewodnictwo cieplne osrodka,

b — stata charakteryzujgca rozmiary obszaru, w ktorym odbywa si¢ przeptyw konwekcyjny

X —natezenie pragdu konwekcyjnego
y —réznica temperatury miedzy pradem wstepujacym 1 zstepujacym

Z — odstgpstwo od liniowosci w pionowym rozktadzie temperatury



Jeszcze o0 modelu Lorenza

http://www.youtube.com/watch?v=DBteowmSN8g&feature=related -
wersja elektroniczna !!!

http://www.youtube.com/watch?v=FYE4JK AXSfY &feature=related
- historia dla trzech bliskich warunkow poczatkowych

http://www.youtube.com/watch?NR=1&v=iu4RdmBVdps&feature=en
dscreen — tadna (?) animacja atraktora Lorenza



http://www.youtube.com/watch?v=DBteowmSN8g&feature=related
http://www.youtube.com/watch?v=FYE4JKAXSfY&feature=related
http://www.youtube.com/watch?NR=1&v=iu4RdmBVdps&feature=endscreen

Przeksztatcenie logistyczne

Rozwoj populacji
— model ,,bez ograniczen” (owady.xls)
— model ,,z ograniczeniem™ (owady.xls)

— diagram Feigenbauma  (chaos.xls)

« Logistic Equation
» folder FEIGEN



e Wahadto w polu trzech magnesow
Rownanie:
N X, — X
X+Rx=Y ! +Cx=0

7o, ey a7

+ analogiczne dla wspoirzednej y

o Efekt motyla

1963 r. Edward Lorenz, model prognozy pogody opisany réwnaniami:

X =—0X+ oy
y=RX—-y—Xz
z=—Bz+xy

e Rozwoj populacji owaddw w modelu Verhulsta
1844 r. i 1847 r. ROwnanie:

pn+1 — pn + rpn (1_ pn)



Cechy chaosu deterministycznego

Uktad jasno okreslony - opisany dos¢ prostymi rownaniami
Ogromna wrazliwos¢ na warunki poczatkowe
Niemoznos¢ przewidzenia rozwigzania (rozwoju sytuacji)

Geometrycznie problem opisany jest za pomocg atraktora, ktory

jest fraktalem



Wszechobecnos¢ chaosu deterministycznego

..."chaos jest wtasciwie regutg w Swiecie, podczas gdy porzadek
(= przewidywalnosc) jest wiasciwie wyjatkiem”
H.-O. Peitgen

Astronomia

— ruch planet, satelitéw, komet w Uktadzie Stonecznym (np. koziotkowanie Hyperiona —
ksiezyca Saturna)

— ruch gwiazd w galaktyce
— pulsacje wczesnego Wszechswiata

Geofizyka

— zachowanie czgstek promieniowania kosmicznego tworzgcych zorze polarng w
ziemskim polu magnetycznym

— ruch atmosfery odpowiedzialny za ,pogode”

Biologia
— zmiany liczebnosci populacji np. szkodnikéw
— rozprzestrzenianie sie epidemii
— metabolizm w komorkach
— propagacja impulsu wzdtuz nerwu
— arytmia serca (migotanie przedsionkéw)



e Fizyka
— ruch elektronéw w atomie
— ruch atomow w czasteczce, w gazie
— wyptyw wody z kranu
— utrata czgstek w akceleratorze
— wywrotka statku na wzburzonym morzu
— ruch hydraulicznego kota Lorenza
— stany nieustalone pragdéw w obwodach elektrycznych

e Inne

— oscylacje reakcji chemicznych
— gielda sprzezenie zwrotne

. 1

~Wystarczy, by oddziatywanie elementdéw uktadu miato charakter nieliniowy
i by rozpraszat on energie”
Jacek Turnau - ,Chaos” W iZ 2/92



Na zakonczenie:

http://www.youtube.com/watch?v=0Q Xf95 EKS6E&feature=fvwrel

Tutaj rowniez ruch opisany jest przez fraktal
widoczny po prawej (z artykulu Michata
Ecksteina -,,Co dwa wahadta, to nie jedno”).

A tutaj jeszcze wahadto, ktore mozna
samemu sobie uruchomi¢.

STRUKTURA FRAKTALNA w ruchu podwdjnego
wahadta. Na osiach (lewej i dolnej krawedzi)
odtozono wartosci poczgtkowe katow wychylenia
ramion 8,16,. Kolory poszczegolnych punktow
odpowiadajg czasowi, po jakim dolne wahadto po raz
pierwszy obroci sie o 180 stopni. Zasady kolorowania
- opisane w tekscie. Ilustracja ta pokazuje, ze nawet
najdrobniejsza réznica w poczatkowym ustawieniu
wahadta moze dramatycznie zmienic jego ruch.


http://www.youtube.com/watch?v=QXf95_EKS6E&feature=fvwrel
http://visual.icse.us.edu.pl/wizualizacje/mechanika-teoretyczna/zobacz/WahadloPodwojne/

